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Oscilador arménico cuantico: la energia

vibracional en las moléculas

FECHA DE RECEPCION: 18/02/2016

Resumen

En esta revision se deduce la energia de
la vibracién en las moléculas quimicas segtin
el modelo del oscilador arménico , se re-
suelve la ecuacién de Schrodinger indepen-
diente del tiempo para el oscilador armé-
nico cuantico utilizando para tal efecto una
solucién en series de potencias de la variable
en forma detallada . Es importante hacer no-
tar que los osciladores cuanticos no pueden
tener energia cero , con las moléculas ocu-
rre lo mismo estas no pueden tener energia
de vibracién cero, siendo su energia minima
hv/2 .Esta energia origina la vibracion del en-
lace incluso a 0 K . La mayoria de las molé-
culas no poseen energia suficiente para si-
tuarse en estados excitados de vibracion , si
pueden excitarse mediante absorcion de ra-
diacion de energia E1-Eo = hv, este fendme-
no es el origen de los espectros de vibracién
o espectros infrarrojos IR; es decir los espec-
tros de IR surgen a consecuencia de la varia-
cién discontinua de la energia de vibracién
de una molécula debido a la absorcion de
radiacién .

FECHA DE ACEPTACION: 11/05/2016

Abstract

In this review the energy of vibration
follows on the chemical molecules modeled
harmonic oscillator, Schrodinger 's equation
is solved independent of time for the quan-
tum harmonic oscillator using a solution in
power series variable in detail. It's impor-
tant to note that quantum oscillators cannot
have zero energy, the same happens with
the molecules they can’t they cannot have
zero energy vibration, its minimum energy
being hv / 2. This energy causes the vibra-
tion of the link even at 0 K. Most molecules
have no sufficient energy to stand in excit-
ed vibrational states, they can be excited by
absorption of radiation energy E1—Eo = hv,
this phenomenon is the source of vibration
spectra or spectra IR. That is, the IR spectra
arise as a result of the discontinuous varia-
tion of the vibrational energy of a molecule
due to absorption of radiation
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Los enlaces quimicos en las moléculas no son rigidos al contrario estan
constantemente oscilando respecto a cierta posicién de equilibrio . El oscila-
dor arménico cuantico explica la energia de vibracion en las moléculas cuan-
do las oscilaciones del enlace son pequenas lo que sucede a temperatura am-
biente o si adicionamos energia a la molécula en forma de calor la oscilacién
aumenta. El modelo del oscilador arménico explica las oscilaciones o vibra-
ciones de los enlaces quimicos , desde el punto de vista quimico esta vibra-
cion explica la existencia de los espectros de vibracion o infrarrojo (Ball W. D.
,2004:.283) .

Un oscilador arménico se rige por la ley de Hooke segun la cual la fuerza
es F= - Kx = - dV/ dx, donde k es una constante y V la energia potencial . In-
tegrando esta expresion se obtiene y =152

2
. . 1 1 |k
La frecuencia v de un oscilador es v=-=— [—
T Imym

siendo m la masa . esta es la frecuencia fundamental de vibracion y es una
magnitud caracteristica de cada enlace .

En esta revision se deduce la energia de la vibracién segtin el modelo del
oscilador arménico cuantico utilizando series de potencia de la variable ma-
tematica en busca de la solucion de la ecuacion diferencial de Schrodinger
para el oscilador arménico cuantico.

OSCILADOR ARMONICO CLASICO

El oscilador armonico clasico constituye un movimiento repetitivo , en el
que una masa se desplaza de un lugar a otro en un movimiento que obedece
la ley de Hooke. Dada una masa m, la ley de Hooke establece que en el caso

’
de un desplazamiento x unidimensional a partir de una posicién de equili-
brio, la fuerza F que actda en contra del desplazamiento (es decir, la fuerza
que actda para restituir la masa punto de equilibrio) es proporcional al des-
plazamiento:

= - kx

donde k recibe el nombre de constante de fuerza. Obsérvese que tan-
to F como x son vectores y que el signo negativo en la ecuacion indica que
los vectores de fuerza y desplazamiento poseen sentidos opuestos. Como la
fuerza se expresa en unidades comunes de newtons o dinas, y el desplaza-
miento en unidades de distancia, la constante de fuerza se expresa en uni-
dades de N/m o en unidades que facilitan a veces la manipulacién numérica.
(Atkins , P.,2008: 280)
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La energia potencial, V, de un oscilador arménico que se rige por la ley de
Hooke se relaciona con la fuerza mediante una integral simple. La relacién y
resultado final son

1
V=-— Fd.x=§kx2

Para simplificar nuestra presentacién, ignoraremos la caracteristica vecto-
rial de la posicién y nos concentraremos en su magnitud, x. Puesto que x se
encuentra elevada al cuadrado en la expresion de V, los valores negativos de
X no necesitan considerarse de alguna forma particular. La ecuacién que re-
sulta después de los calculos para la energia potencial de un oscilador armé-
nico se expresa de forma simplificada de la siguiente manera:

1
= —kx?
2

La energia potencial no depende de la masa del oscilador. Desde una pers-
pectiva clasica, se conoce bien el comportamiento del oscilador arménico.

Al oscilador le toma determinado tiempo, T, en segundos, efectuar un ci-
clo completo. Por lo tanto, en 1 segundo, habra 1/T oscilaciones. En un mo-
vimiento sinusoidal, un ciclo corresponde a un cambio angular de 2z. La fre-
cuencia del oscilador en niimero de ciclos por segundo o simplemente 1/
segundo (s') ; otro nombre aceptado para (s™) es el de hertz o Hz) se define
como v (letra griega nu) y es igual a

La frecuencia v es independiente del desplazamiento. Dichas relaciones
se conocen desde el siglo XVII. Los osciladores armoénicos familiares incluyen
masas sobre resortes y péndulos de reloj. (Atkins , P.,2008: 279)

Oscilador armonico cuantico

Desde el punto de vista de la mecanica cuantica, una funcién de onda
para un oscilador armoénico simple en una dimension puede determinarse
mediante la ecuacién (independiente del tiempo) de Schrodinger:

z g2

_EF—I— 'l-'(x) Y =Ey

La energia potencial del sistema mecanico-cuantico posee la misma ex-
presion de la energia potencial del sistema clasico. (En general, las energias
potenciales son energias de posicion, la forma de la energia potencial en
mecanica cuantica es la misma que la expresion clasica. No obstante, como
consecuencia de la forma de la ecuacion de Schrédinger, el operador de la
energia potencial se multiplica por la funcion de onda .La ecuacion de Schro-
dinger para el oscilador arménico es

R®d® 1.,
————+ > kx|Y=Ep

Zmdx?
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y las funciones de onda aceptables para este sistema en una dimension
deben satisfacer esta ecuacion de eigenvalores. (Porta A ,1987 : 500 )

Esta ecuacion diferencial posee una solucién analitica. El método que apli-
camos corresponde a una técnica general de solucién de ecuaciones diferen-
ciales: definimos la funciéon de onda como una serie de potencias. Finalmente
encontramos que, para resolver la ecuacion de Schrodinger la serie de poten-
cias debe poseer una forma especial.

Primero, reescribiremos la ecuacién de Schrodinger para el oscilador ar-
monico mediante la ecuacion de la frecuencia del oscilador 1 [k
v

Zn
elevando al cuadrado y despejando k., encontramos que 1a constante de
fuerza k es: k=4mvm

asi, la ecuacion de Schrodinger para un oscilador arménico simple en una
dimensién corresponde a:

h? 4?
= i
~a—st 2niv ¥ =Ey
Luego si definimos a: 2mrvm
a _— ——
h
Segundo, multipliquemos ambos miembros de la ecuacién por el térmi-
no . La ecuacion de Schrodinger se convierte en:
a* 2,2, 2
[—2—§+2ﬁ vemx ]t]J—Etp
2mvm
a=—-"
h
n? d? ] 2m
————a’x E —_—
P 1!) IIJ multiplicando por ( 12 )
> _2m
m —a"x® |y =——5EyY

transponiendo los términos a uno de los miembros de la ecuacién para
obtener una expresion igual a cero :

dZ
m—a x l‘lp +_E‘(I)
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d*y 2

s o E BB |=

(d?  , , 2m ]

P—ax +?E ‘lfJ=0
2 2m 2 o

F'l'h—zﬁ'—ax YP=20

d*y [2m 5 il

F+ h_2E —a“x“|¢Y=0

d*y (2mE

art (G —aw)v=o

donde la ecuacién se ha reordenado a partir de la expresion anterior para
que aparezcan entre paréntesis los dos términos que sencillamente se estan
multiplicando por w. El primer término es la segunda derivada de y.

Ahora segtn Ball (2004:300) supongamos que la forma de la funcién de
onda y que satisface esta ecuacion de Schrédinger posee la forma de una se-
rie de potencias de la variable x. Es decir, la funcién de onda es una funcién
f(x) que incluye la suma de un término que contiene a x° (el cual sencillamen-
te es igual a 1), un término que contiene a x* un término que contiene a x?, y
asi ad infinitum. Cada potencia de x posee una constante denominada coefi-
ciente que la multiplica; asi, la forma de f(x) (sabiendo que x°=1) es:

S =c,tex' +ex’ +ex + ..

Las c son los coeficientes multiplicados por las potencias de x. Resulta
mas conciso expresar la funcién anterior con la notacion convencional para

la suma, como sigue: -
=) cur”
n=0

donde n es el indice de la sumatoria. En este caso, la suma tiende a infi-
nito. Este hecho provoca un problema potencial, ya que las sumas que tien-
den a un ndmero infinito de términos muchas veces se aproximan a infinito a
menos que haya alguna forma de lograr que sea sucesivamente mas peque-
no. Una solucién parcial consiste en suponer que cada término de la suma se
multiplica por otro término que es mucho mas pequefo que la x misma (y,
por lo tanto, x"). El término que incluiremos en este proceso es e**2 (Ob-
serve la inclusion de la constante a). Esta funcion exponencial constituye un
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ejemplo de funcion gaussiana (denominada asi en honor del matematico del
siglo XIX Karl Friedrich Gauss). En estas condiciones, la funcion de onda de
este sistema es

donde /(x) corresponde a la serie de potencias .

Ahora es posible calcular la primera y la segunda derivadas con respecto a
x. Después se sustituyen las expresiones de la segunda derivada, asi como la
funcién original en la forma adecuada de la ecuacién de Schrédinger. Al ha-
cerlo, lalégica detras de la eleccion de la funcion exponencial e-#72 fx se hara
matematicamente evidente. De acuerdo con la regla para la diferenciacion de
un producto, la primera derivada es:
2 2

W=(-ae T of(x)+e T of(x)

donde y' y f’{x) se refieren a las primeras derivadas de y' y f{x) con res-
peto a x.

Mediante la ecuacién anterior, es posible determinar la segunda derivada
de y con respecto a x a partir de la regla del producto , es decir :

W=(-ae 7 sf(x)+e T of(x)

¥ = (—a)e” T.f(x) + (—ax)(—ax)e T fO)+ (—ax)e” T L f(x)
+ (= ax}e S(x)+e 5 J7(x)

ax® ax’ nx’

¥ =(-a)e" 7 f(x}+a x’e” 2 f(x) +(—ax)e” 7 .f(x)"+ (-ax)e” = .f'(x)
+ e'T-f ()
simplificando términos semejantes :

P = a’x’e N S(x)—2(ax)e” 2 .f(x)— ae_axT J@)+e 2 .f7(x)

factorizando la exponencial :
¥ = a’x®e 2z f(x) 2(ax)e 7 = J(x)— ae n: Jx)+e uz.f"(x)
W=er [ atxif() - 2(a).f @) —afG)FR) ]

entonces la segunda derivada de la funciéon y es :

d2y _ax?

== € 7 I a’x? f(x) — 2(ax).f (x) —a.f(xX)+.f 7 (x) ]
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Reemplazando la segunda derivada en la ecuacion de Schrodinger para el
oscilador arménico , tenemos :

d*y (2mE

ot (G e)e=o
ax? ax?

e = [@*x%f(x) — 2(ax).f (x) —a.f(x) + £ (x)] + (? - azxz)e_T flx)=0

- 1

ox
e 2

Dividiendo la ecuacion entre

)f(x) =0

a’x? f(x)=0

2. (x) — 2(ax). f'() — a.f () + () + (

e

a’x?.f (x) — 2(ax).f(x)
Simplificando el primer y ultimo términos semejantes :

—2(ax).f"(x)

e

Ordenando :

=0

f7(x) — 2(ax).f"(x)

= 2axf + (2:? —a)f =0 (ecuaciond)

Esta ecuacion cuenta con términos que se originan de la serie de potencias
f, de su primera derivada f y de su segunda derivada f” Se han cancelado los
términos en a?x> Como suponemos que f es una serie de potencias, en reali-
dad podemos especificar las derivadas término a término. Resolviendo la pri-
mera serie de potencias original, las derivadas son :

flx) = Z Ex
n=0
= ; RG A~ L

i “Zzn.{n —1)c x"2

La derivacion no influye en las c_puesto que son constantes. El valor inicial
del indice n cambia para cada derivada. En la primera derivada perdemos el
término n= 0 en virtud de que el término de la funcion original es constante.
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Ahora, el término n = 1 es una constante ya que la potencia de x paran =1 es
0, es decir, x'' = x= 1. (Pogosyan G. S., 2005 : 19).

En la segunda derivada, el término n = 1, el cual es constante en el desa-
rrollo de f, se vuelve cero en la segunda derivada, por lo que la suma para f"
comienza con n=2.

Puesto que el primer término de la sumatoria para se hace igual a 0 en
f',esta primera derivada no cambia si afadimos un 0 como primer término y
enseguida comenzamos la suma en n = 0. Entendamos que esto no cambia a
f, ya que el primer término, n=0, equivale simplemente a 0. Ahora bien, esto
nos permite comenzar la suma en n = 0 en lugar de n = 7. Por lo tanto, pode-
mos escribir de la siguiente manera ®

F= z nc, x" !

n=1

De nuevo, esto no altera la serie de potencias, s6lo cambia el valor inicial
del indice n. Se puede aplicar la misma técnica a f”. Puesto que el indice n es
sencillamente un niimero para contar e identificar los términos en una serie
de potencias, podemos desplazar simplemente el indice redefiniendo, diga-
mos. un indice i como i = n - 2. Dado que esto significa que n =i + 2, la ex-
presion de i segunda derivada f" puede reescribirse llevando a cabo una sus-
titucion para cadan : -

= Z n(n —1)c,x"?

n=2
Sii=n-2entoncesi+ 2 =n;reemplazando en:

o

= Z n(n — 1)c, x™?
n=2

= (i+2)(i+2— 1) ,x"*22
i+2=2

= Z(‘ +2)(i + 1)c;y0x"
i=0

Matematicamente, la funcién f” no ha cambiado. Lo que ha cambiado,
es el indice, que se ha desplazado 2 lugares. Esta funcién corresponde a la
misma segunda derivada que se calcul6 originalmente.( Quintero Zuluaga
J.J.,2002 : 60 )

Por supuesto, no importa la letra que se emplee para designar el indice.
Si éste es el caso, ;por qué no utilizar n 2. Entonces la segunda derivada f" es

o

= Z(ﬂ + 2)(n+ 1)cpypx™

n=0
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Reemplazando sumatorias para f(x) f (x) y f ” (x) en la (ecuaci6n d)

o= 2axf + (5 —a)f=0

Trco(n+ 2)(n+ 1)cp4px™ - 2ax Ty nc, x™ 1 + (2::3 - a)z,’f“ c,x"=0

Como todas las sumatorias en la ecuacion anterior comienzan en 0, se
vuelven infinitas y emplean el mismo indice, se pueden reescribir como una

sola suma y, por esa razon, se igualan los indices en todas ellas. (Arrietal A,
2009 : 518).

Asi, la ecuacion es

Ero(n+ 2)(n+ 1)cpyx™ - 2ax T nc x™ 1 + (z::s - a) 6 CaX"=0

5 2mE
Z [(‘n +2)(n+1)c, 42" — 2axnc,x™ ' + ( 2 —a) cﬂx"] =0
n=0
Esta ecuacion se simplifica si tomamos en cuenta que es posible combinar
las x en el segundo término de tal manera que la potencia de x sea n, y ade-
mas, considerando que los tres términos incluyen la x elevada a la potencia n(
x"=x"=1).Sillevamos a cabo esta operacién y factorizamos x", obtenemos :

2mE
(n+2)(n+ 1)cpy; — 2anc, + (h—z—a) ¢, =0
Reescribiendo la ecuacién que relacione C y C . :

il

2mE
(n+2)n+1)e; — 2anc, + ( h2 Cn —acn) =0

(ﬂ + 2)(‘-"“" 1}Cn+z -

ZmE
2anc, +h—zfﬂ —ac, =0

Despejando :
m+2)m+1)c,,, =

2mE
ac, + 2anc, ~ 5% Cn
Factorizando C : -
(ﬂ+2}(ﬂ+1)cu+z :Cn[a+ Zﬂﬂ——hz— ]
Despejando C__, : [a+2an— z—:!‘-x 1
(n+2)n+1)

Cnyz = .Cn

Una ecuacion que relaciona coeficientes en sucesion, como la que se esta
considerando, recibe el nombre de férmula de recursién y nos permite deter-
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minar coeficientes sucesivos si se conocen los anteriores. En ultima estancia,
s6lo se requiere conocer dos constantes de entrada: con la cual se determi-
nan los coeficientes de potencia par c, c, c,...y ¢, a partir de la cual se en-
cuentran los coeficientes de potencia impar c1, c3, C5,...y cn

Luego de esto segun Garcia Barneto, (2008: 680) es factible aplicar uno de
los requisitos para las funciones de ondas aceptables: deben estar acotadas.
Aunque la deduccién que nos ocupa comenz6 suponiendo una serie infinita
como solucién, la funcién de onda no puede ser infinita e incluso aplicarse a
la realidad. Ademas, la inclusion del término e-#x/2 no garantiza que la suma
infinita esté acotada. Sin embargo, la férmula de recursion proporciona una
forma de garantizar esto. Puesto que el coeficiente C_,, depende de C_sipara
algin n el coeficiente C_es exactamente igual a cero, también son cero todas
las constantes sucesivasC .., C .., C . ...Porsupuesto, esto no influye en
los coeficientes C ., C . ,... De tal modo, con el fin de garantizar una fun-
cion de onda acotada, debemos separar primero los términos pares e impa-
res en dos series de potencias independientes:

w.par
J. par = E X"
n=0
wimpar
. — n
f impar = Z CpX
n=1

Necesitamos que las funciones de onda mismas se encuentren formadas
por e-«x”/2 multiplicada exclusivamente por una suma de términos impares o
por una suma de términos pares. Ahora se requiere que en el caso de cada
suma, con el fin de que la funcién de onda no sea infinita, en algun valor de
n el siguiente coeficiente C _, debe ser cero. De esta manera, también se-
ran cero todos los demas coeficientes. Como la férmula de recursién permi-
te calcular el coeficiente C , a partir de la constante anterior Cn, podemos
sustituir C _, por cero: 2

_a+2an—2mE/h

(nt2)@m+1)

La dnica manera de que el coeficiente C _, se anule consiste en que el nu-
merador de la fraccion en la ecuacion anterior se vuelva cero en dicho valor
de n:

2mE
a+ 2an TR 0

Esta expresion incluye la energia total E del oscilador arménico. Como la
energia constituye un importante observable, haremos un alto para analizar-
la. Con el propésito de que la funcién de onda no sea infinita, la energia del
oscilador arménico, al combinarse con otros términos como a, n, my h, debe
tener sélo aquellos valores que satisfacen la ecuacién anterior. Por lo tanto,
podemos resolverla para aquellos valores de energia adecuados. Asimismo, si
sustituimos & = 2zvm / h , obtenemos una conclusion simple:
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E=(n+)hv asi

2mE _
a+2an— he =0
ZmE L. . ..
2rvm/h + 22nvm/ hn— = 0 mcd (minimo comun divisor h?)

2rvm h+d4nvmh n-2mE =0 factorizando 2zvin/h
2rvmh(1+2n) =2mE

2mE =2rvmh(1+2n) (reme‘rdeth=h/2n)

2mE = 2nvm 11( 1+2n) simplificando 2z
m

2mE=vmh (1+2n) dividiendo entre 2

1
mE=vmh(Z+n) dividiendo entre m

E:vh{%+ n) reordenando
1
E= hv{;+ n)

donde n es el valor del indice con respecto al cual el siguiente coeficiente
de la serie se vuelve cero, h es la constante de Planck y v es la frecuencia clasi-
ca del oscilador. Es decir, que la energia total del oscilador arménico depende
exclusivamente de su frecuencia clasica (determinada por su masa y la cons-
tante de fuerza), la constante de Planck y el entero n. Como la energia sélo
puede poseer los valores que determina su ecuacion, la energia total del os-
cilador armonico se encuentra cuantizada. El indice n es el nimero cuantico,
y puede tener valores de 0 a infinito. (Gonzalez Gaxiola O.,2004 : 55).

Antes de volver a las funciones de onda, hay unos cuantos puntos a consi-
derar con respecto a la energia total. La figura muestra un diagrama de los ni-
veles de energia para diferentes nimeros cuanticos (suponiendo que la masa
y la constante de fuerza no cambian). En el caso de un oscilador arménico
ideal, los niveles de energia se encuentran espaciados la misma cantidad. Es
facil demostrar que los niveles de energia se encuentran separados por AE=hv.
Ademas, el valor minimo posible para la energia no es cero. Esto se observa
sustituyendo el minimo valor posible del nimero cuantico n, que es cero. Asi,

E(n=0)= (0+3)hv= Jhv

que es un valor diferente de cero para la energia total. Esto introduce el
concepto de energia de punto cero. En el valor minimo del nimero cuantico
(el estado fundamental del oscilador), todavia existe en el sistema una canti-
dad de energia diferente de cero ( Brody T. A., 1959 : 144).
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CONCLUSIONES

Se resolvi6 la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para el
oscilador arménico cuantico . obteniéndose la energia del oscilador .Es im-
portante hacer notar que los osciladores cuanticos no pueden tener energia
cero , con las moléculas ocurre lo mismo estas no pueden tener energia de
vibracién cero, siendo su energia minima hv/2 .Esta energia origina la vibra-
cién del enlace incluso a 0 K . Un oscilador cuantico y por lo tanto la molé-
cula no puede tener cualquier cantidad de energia de vibracion .Este tipo de
oscilador solo admite cantidades de energia proporcionales a hv/2, es decir
la energia esta cuantizada .La mayoria de las moléculas no poseen energia su-
ficiente para situarse en estados excitados de vibracién , si pueden excitarse
mediante absorcion de radiacion de energia E1-Eo = hv, este fenémeno es el
origen de los espectros de vibracion o espectros infrarrojos IR; es decir los es-
pectros de IR surgen a consecuencia de la variacién discontinua de la energia
de vibracion de una molécula debido a la absorcién de radiacion .
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